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1 Introdution
Les arrés magiques ont toujours fasiné la plupart des gens, tant par leur
apparente simpliité que par leur étonnante propriété. Leur origine est toutefois
assez lointaine et inertaine : il n'y a pas de traes de arrés magiques en Grèe et
on trouve seulement un arré de 3× 3 en Chine vers le début de notre ère.
En Oident, les premiers érits relatifs aux arrés magiques se trouvent hez
les Arabes
1
, au IX
e`me
sièle. C'est au départ une siene purement mathématique.
Leur appellation de arré magique provient de leur usage en astrologie et
omme talismans
2
. On retrouve des arrés magiques sur de nombreuses amulettes
au XVI
e`me
et surtout au XVII
e`me
sièle.
Euler a onsaré deux mémoires et de nombreuses pages de ses arnets à
l'étude des arrés magiques.
Dans son mémoire 795, érit en latin et intitulé De quadratis magiis, il présente
des règles de onstrution simples pour onstruire des arrés magiques à l'aide de
lettres latines et greques auxquelles sont attribuées des valeurs en progression
arithmétique.
Ce mémoire fut présenté à l'Aadémie des sienes de St-Pétersbourg le 17 o-
tobre 1776, mais publié seulement en 1849 dans les Commentationes arithmetiae,
puis réimprimé en 1862 dans les Opera postuma
3
.
Quant au mémoire 530, intitulé Reherhes sur une nouvelle espèe de quarrés
magiques et dont le point de départ est le fameux problème des 36 oiers, il fut
présenté à ette même aadémie le 8 mars 1779 et fut publié en 1782 dans les
Mémoires de la Soiété des Sienes de Flessingue, puis réimprimé en 1849 dans
les Commentationes arithmetiae.
La première partie de e projet est prinipalement la tradution du texte De
quadratis magiis en français.
La deuxième partie est onsarée à l'étude du problème des 36 oiers, qui
débouhe rapidement sur des onsidérations sur les arrés magiques, sous l'aspet
des arrés latins à simple marhe essentiellement.
1
Le premier traité sur e sujet est attribué au mathématiien arabe Tâbit ben Korrah.
2
On retrouve en Europe deux séries de sept arrés magiques assoiés aux planètes et datant du XIV
e`me
sièle. Cardan et Fermat s'en sont oupé.
3
L'imprimé ontient quelques erreurs quant aux valeurs des lettres. Voir tradution.
2
2 De quadratis magiis : Sur les arrés magiques
1. Il est outume d'appeler magique, un arré dont on remplit les ases par des
nombres naturels de telle façon que les sommes des nombres dans haque rangée
4
,
tant horizontale que vertiale, ainsi que dans les deux diagonales
5
, soient égales
(entre elles)
6
; ainsi, si l'on divise les tés du arré en x parties égales, le nombre
de toutes les ases sera
7 x2, et haque ligne et olonne, de même que les deux
diagonales, auront haune x ases, dans lesquelles il faut don disposer tous les
nombres naturels 1, 2, 3, 4, ... x2 en telle sorte que les sommes pour toutes les
rangées nissent par devenir égales (entre elles). Dans es ironstanes, puisque
la somme de tous es nombres, de 1 jusqu'à x2, est
x2(1 + x2)
2
,
la somme d'une seule des rangées sera
=
x(1 + x2)
2
,
d'où, si nous avons x = 3, la somme pour une seule rangée sera = 15.
2. Don, à partir de ei, quel que soit le nombre de ases dans lequel le arré
tout entier est divisé, on pourra failement déterminer la somme des nombres
disposés dans une rangée, et il nous sera utile que ette table ait été établie pour
haque rangée pour tout arré de e genre :
x x2
x(1+x2)
2
1 1 1
2 4 5
3 9 15
4 16 34
5 25 65
6 36 111
7 49 175
8 64 260
9 81 3698
etc.
où x désigne le nombre de parties par lesquelles le té du arré est divisé, x2 le
nombre de ases ontenues dans le arré et
1
2x(1 + x
2) indique la somme de tous
les nombres disposés dans une rangée.
4
Euler utilise ii le mot fasia, qui désigne une bande ou un ruban ; il sera toujours traduit par rangée, en
onsidérant que e terme désigne autant les lignes et les olonnes que les deux diagonales du arré en question.
5
Sauf mention expliite, les diagonales sont ii toujours les diagonales prinipales.
6
J'ai essayé de rester aussi dèle au texte que possible ; dès lors, je mentionnerai entre parenthèses ( ) les
mots du texte me semblant superus, et entre rohets [ ℄ les mots qui n'apparaissent pas forément dans le
texte, mais qui à mon avis le omplètent ou le rendent plus ompréhensif.
7
Euler érit urieusement dans ses textes xx pour désigner x2.
8
360 dans les Opera postuma.
3
3. An de reherher une règle préise pour onstruire de tels arrés magiques
de n'importe quel ordre, il est de la plus grande importane de remarquer que
haque nombre de 1, 2, 3 et. jusqu'à x2 peut être représenté par la formule
mx+ n .
En eet, si nous remplaçons m par les valeurs suessives 0, 1, 2, 3, 4 jusqu'à x−1,
puis n par les valeurs 1, 2, 3, 4, ... x, il est par là lair que l'on obtiendra tous les
nombres de 1 à x2, puisque haque valeur de n est suessivement ombinée ave
toutes les valeurs de m9. Puisque tous les nombres insrits dans le arré peuvent
être traduits de ette manière par la formule mx+ n, et don représentés en deux
parties, nous désignerons par la suite les premières parties, mx, simplement par les
lettres latines a, b, c, d, et. et les deuxièmes, n, par les lettres greques α, β, γ, δ,
où il est lair que pour n'importe quel nombre x la quantité des lettres, tant latines
que greques, doit être x, puisque les valeurs des lettres latines seront 0x, 1x, 2x,
3x jusqu'à (x − 1)x, tandis que elles des lettres greques sont 1, 2, 3, 4, ... x.
Et il ne faut pas ii s'imaginer devoir hoisir un ordre déterminé dans es lettres,
tant latines que greques, puisque n'importe quelle lettre latine peut représenter à
volonté soit 0x, soit 1x, soit 2x et., pourvu qu'on attribue des valeurs distintes
à haque lettre ; et il faut faire de même pour les lettres greques.
4. Dans e qui suit on pourra don représenter n'importe quel nombre à insrire
dans le arré par une somme d'une lettre latine et d'une greque, par exemple par
b+ δ ou [enore℄ a+ β et., en telle sorte que haun des nombres soit représenté
en deux parties ; alors en eet, si l'on réunit haque lettre latine ave haque lettre
greque, lairement il doit en résulter tous les nombres de 1 jusqu'à x2 ; et de
même il est évident que les diverses ombinaisons de es lettres forment toujours
des nombres diérents, et qu'auun nombre ne peut être exprimé de deux manières
[diérentes℄.
5. Don, puisque tous les nombres sont représentés par la réunion d'une lettre
latine et greque, établissons la règle fondamentale suivante pour la onstrution
des arrés magiques : à savoir [que℄ d'abord j'insris les lettres latines dans haque
ase du arré en telle sorte que leur somme soit la même dans haque rangée, où,
omme le nombre de es lettres est = x, [et que℄ d'autre part le nombre de toutes
les ases est = x2, il est évident que l'on doive répéter n'importe quelle lettre
9
Cela n'est pas si évident à première vue ; une représentation sous forme de tableau permet de s'en faire
une meilleure idée :
.
.
. n
m
.
.
.
1 2 3 · · · x
0 1 2 3 · · · x
1 x+ 1 x+ 2 x+ 3 · · · 2x
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
x− 1 (x− 1) x+ 1 (x− 1) x+ 2 (x− 1) x+ 3 · · · x2
omme les valeurs maximales que peuvent prendre m et n sont x − 1 et x respetivement, l'expression ne
dépassera don jamais (x− 1)x+ x = x2, e qui est bien demandé.
4
x fois. D'autre part, on omprend que, de façon identique, on insrit les lettres
greques dans les ases du même arré en sorte que leurs sommes dans haque
rangée deviennent égales. Ainsi, enore une fois, les sommes de tous les nombres
formés d'une lettre latine et greque seront, pour haque rangée, égales (entre
elles). Il ne reste plus que, dans ette disposition, à haque lettre latine diérente
soit assoiée une lettre greque diérente, puisque par e proédé auun nombre
de 1 à x2 ne sera omis, ni ne pourra apparaître deux fois.
6. Une fois es règles établies généralement, étudions les diérentes formes
des arrés suivant le nombre de ases : il apparaît immédiatement que elui-i
ommene à neuf, puisque l'on ne peut disposer des nombres de la façon dérite i-
dessus dans le arré divisé en quatre ases. De plus, il sera utile de remarquer que,
indépendamment de l'ordre, puisque pour n'importe quelle atégorie [de arré℄ le
nombre de lettres tant latines et greques est = x, et que haque rangée ontient e
même nombre de ases, les onditions requises seront satisfaites si nous insrivons
dans une rangée toutes les lettres distintes, tant latines que greques. Mais s'il
advient que la même lettre apparaisse deux ou trois fois dans quelque rangée, il
est toujours néessaire que la somme de toutes les lettres dans une même rangée
soit égale à la somme de toutes les lettres, soit latines a + b + c + d+ et., soit
greques α+ β + γ + δ+ et.
2.1 La atégorie des arrés divisés en 9 ases
7. Vu que pour ette espèe [de arré℄ x = 3, nous aurons le même nombre de
lettres latines a, b, c, et greques α, β, γ, les valeurs des lettres latines seront ii 0,
3
10
, 6, et elles des lettres greques 1, 2, 3. Commençons maintenant par les lettres
latines a, b, c : il sera faile de les insrire dans notre arré divisé en 9 ases en
telle sorte que dans haque rangée, tant horizontale que vertiale, haune de es
trois lettres apparaisse [une seule fois℄, e que l'on peut voir dans et exemple
a b c
b c a
c a b
où l'on retrouve es mêmes trois lettres a, b, c dans l'une des deux diagonales, alors
que dans l'autre la lettre c se répète trois fois ; on remarque également sans diulté
qu'il ne peut lairement pas arriver que toutes les lettres des deux diagonales soient
simultanément diérentes ; e fait ne dérange nullement pour autant que la somme
des lettres de ette diagonale, à savoir 3c, égale elle des rangées restantes a+b+c ;
'est-à-dire, pour autant que l'on ait 2c = a+b. De là il est lair que c doit prendre
la valeur 3, et que l'on doive assigner aux lettres a et b les valeurs 0 et 6 ; en eet,
ainsi nous avons que 2c = a+ b. Or on peut11 poser à hoix soit a = 0, soit b = 0 ;
observant ei il résulte que la somme de haque rangée est a+ b+ c = 9.
10
2 dans les Opera postuma
11
Euler utilise souvent d'autres formes temporelles (ii p.ex. un futur), que j'ai souvent traduites par un
autre temps, de façon à garder une ertaine ontinuité dans le texte. De même j'ai souvent omis ertains mots
dont il abuse (notamment vero, autem, et.) pour aentuer le poids de ses armations.
5
8. Il sera loisible de répartir les lettres greques dans un tel arré de façon
semblable ; représentons-les dans la même gure dans l'ordre inverse :
γ β α
α γ β
β α γ
il est néessaire d'y avoir 2γ = α+ β et par là-même γ = 2. Ainsi en eet, si nous
ombinons haque ase de la première gure ave haune de elle-i dans l'ordre
naturel, il est évident que n'importe quelle lettre latine sera assoiée ave haune
des lettres greques, en sorte que de ette onjontion résulteront tous les nombres
de 1 jusqu'à 9 ; ette ombinaison produit la gure suivante :
aγ bβ cα
bα cγ aβ
cβ aα bγ
où l'on notera que les paires de lettres jointes ne représentent pas un produit, mais
une somme.
9. Don dans ette gure on doit prendre les valeurs c = 3 et γ = 2, en sorte
que l'on doit attribuer aux lettres a et b les valeurs 0 et 6 [d'une part℄, et aux
lettres α et β les valeurs 1 et 3 [d'autre part℄ ; si nous posons a = 0 et b = 6, puis
α = 1 et β = 3, il en résulte le arré magique suivant :
2 9 4
I) 7 5 3
6 1 8
où la somme de n'importe quelle rangée donne 15. Si nous voulons éhanger les
valeurs des lettres a et b, de même que elles de α et β, on remarque failement
que [de ette opération℄ on hangera seulement la position du arré
12
.
10. Certes ette disposition, tant des lettres latines que greques, est susam-
ment laire en elle-même, mais l'importane partiulière réside en ei qu'il a été
posé que par la ombinaison faite haque lettre latine est assoiée à haque lettre
greque
13
, e qui dans notre disposition apparaît avoir été obtenu par hasard. Or,
12
En eet, les valeurs de c et γ étant xées (c = 3, γ = 2), les trois autres possibilités sont :
8 3 4 2 7 6 8 1 6
II) 1 5 9 III) 9 5 1 IV) 3 5 7
6 7 2 4 3 8 4 9 2
a=6, b=0 a=0, b=6 a=6, b=0
α=1, β=3 α=3, β=1 α=3, β=1
13
Don la lettre a est assoiée ave haune des trois lettres greques α, β, et γ, et ainsi de suite pour haque
lettre.
6
an de ne rien laisser à l'arbitraire dans notre disussion, remarquons avant tout
que l'ordre des lettres greques α, β, γ ne dépend en auun as de elui des lettres
latines a, b, c, en sorte que pour n'importe quelle rangée dénie à l'aide de lettres
latines, on aurait pu hoisir de les ombiner ave les lettres greques portant le
même nom, à savoir α ave a, β ave b et γ ave c ; ainsi, si l'on plae dans la
première rangée horizontale aα, bβ, cγ, [et℄ puisque la même lettre greque ne doit
pas apparaître deux fois dans quelque rangée horizontale ou vertiale, il est sans
onteste évident que la deuxième rangée horizontale sera bγ, cα, aβ et la troisième
cβ, aγ, bα ; d'où le arré :
aα bβ cγ
bγ cα aβ
cβ aγ bα
où, du fait que dans la diagonale de gauhe la même lettre greque α apparaît
trois fois, il est néessaire d'avoir 3α = α+ β + γ, et à ause de ela 2α = β + γ ;
'est pourquoi, à partir de là, la valeur même de α est [entièrement℄ déterminée, à
savoir α = 2, de même que nous voyons que c doit prendre la valeur c = 3 ; mais
de là ne naissent pas de nouveaux arrés magiques
14
.
11. Bien que l'arrangement des lettres greques ne présente auune diulté
dans e premier genre [de arré℄, pour eux qui ont un nombre de ases plus
élevé, il importe d'apporter une règle xe permettant d'insrire les lettres greques
une fois que les lettres latines auront été plaées de façon onvenable ; à ette
n hoisissons quelque rangée du milieu, soit horizontale, soit vertiale, soit même
diagonale, telle que de part et d'autre de ette rangée nous retrouvions dans toutes
les ases équidistantes deux lettres latines diérentes. C'est le as pour la olonne
15
du milieu, autour de laquelle nous retrouvons dans la première ligne les lettres a
et c, dans la deuxième b et a et dans la troisième c et b, où partout deux lettres
diérentes se font fae
16
.
12. Une fois trouvée une telle rangée médiane, assoions à haque lettre latine
du arré les lettres greques de même nom, puis éhangeons les lettres greques
dans les ases se orrespondant de part et d'autre [de ette rangée℄
17
; de ette
14
A nouveau, les valeurs de c et α étant xées (c = 3, α = 2), on retrouve les quatre possibilités d'avant :
2 9 4 8 3 4 2 7 6 8 1 6
I) 7 5 3 II) 1 5 9 III) 9 5 1 IV) 3 5 7
6 1 8 6 7 2 4 3 8 4 9 2
a=0, b=6 a=6, b=0 a=0, b=6 a=6, b=0
β=3, γ=1 β=3, γ=1 β=1, γ=3 β=1, γ=3
15
Euler utilise ii le terme olumna, qui désigne autant une ligne qu'une olonne, ontrairement à notre
habitude. Pour préiser, il rajoute don olonne horizontale ou vertiale, que j'ai la plupart du temps
traduit par ligne ou olonne.
16
Voir le arré au .10 i-dessus.
17
Euler proède don de la façon suivante dans son exemple : il part du arré rempli par les lettres latines,
puis repère une rangée médiane (i) ; il omplète ave les lettres greques (ii), et nalement il éhange les lettres
7
façon de faire il résultera ette gure :
aγ bβ cα
bα cγ aβ
cβ aα bγ
où nous sommes sûrs qu'à haque lettre latine est assoiée haque lettre greque.
Pour le reste, an que la ondition des diagonales soit satisfaite, il faut avoir,
omme nous l'avions déjà mentionné,
2c = a+ b et 2γ = α+ β .
Mais ette gure ne dière pas de elle que nous avions trouvée au .8. Finalement il
faut remarquer que de quelque manière que l'on permute les rangées horizontales et
vertiales, la somme de es rangées ne hange pas. Cependant, dans les diagonales
peut survenir une grande diérene ; ainsi, si nous enlevons la première olonne et
que nous l'apposons à droite
18
[du reste℄ apparaît ette gure :
bβ cα aγ
cγ aβ bα
aα bγ cβ
où à ause des diagonales il faut avoir
2a = b+ c et 2β = α+ γ ;
il faut remarquer ei pour toutes les transpositions [possibles℄. Cette observation
sera d'une importane apitale pour les atégories suivantes.
2.2 La atégorie des arrés divisés en 16 ases
13. Puisque pour ette atégorie nous avons x = 4, nous aurons quatre lettres
latines a, b, c, d, dont les valeurs sont 0, 4, 8, 12, et e même nombre de lettres
greques α, β, γ, δ, dont les valeurs seront 1, 2, 3, 4. En premier lieu, insrivons dans
un tel arré les quatre lettres latines en telle sorte que dans toutes les rangées, tant
horizontales que vertiales, haune de es quatre lettres apparaisse, et en sorte
que ela se produise également dans les deux diagonales, si ela se peut.
greques symétriquement par rapport à ette randée médiane (iii) :
a b c aα bβ cγ aγ bβ cα
(i) b c a ⇒ (ii) bβ cγ aα ⇒ (iii) bα cγ aβ
c a b cγ aα bβ cβ aα bγ
18
Euler met : à gauhe (!), e qui est manifestement une erreur, si l'on onsidère l'orientation habituelle de
gauhe à droite (voir également la note au .17).
8
14. Or puisque parmi es lettres a, b, c, d auun ordre n'est presrit, insrivons-
les dans la première ligne, dans l'ordre, et aussi dans la diagonale de gauhe, où
dans la deuxième ase de elle-i on pourra érire soit la lettre c, soit d ; érivons
don c : désormais toutes les rangées qui restent sont [entièrement℄ déterminées,
pourvu que l'on fasse attention de ne pas mettre deux fois la même lettre dans
la même rangée, aussi bien horizontale que vertiale
19
; en proédant ainsi nous
trouverons la gure suivante :
a b c d
d c b a
b a d c
c d a b
où de surroît même l'autre diagonale ontient toutes les quatre lettres, en sorte
qu'alors auune ondition n'est presrite sur les valeurs des lettres a, b, c, d. Ii
nous aurions pu également insrire la lettre d dans la deuxième ase de la diagonale,
mais la gure résultant [de ette opération℄ ne diérerait en auune autre façon de
ette gure, si e n'est par l'emplaement [des lignes℄
20
, en sorte que ette gure
doit être onsidérée [omme elle℄ qui englobe tous les as possibles.
15. Maintenant pour l'insertion des lettres greques : puisqu'il n'y a auune
rangée médiane, ni parmi les horizontales, ni les vertiales
21
, prenons don la di-
agonale [ontenant℄ a, c, d, b omme rangée du milieu ; il nous apparaîtra bientt
que dans les ases à même distane de part et d'autre et se orrespondant
22
se
retrouvent deux lettres diérentes (entre elles) ; nous pouvons don utiliser la rè-
gle donnée au .11 en toute séurité. En premier lieu don, assoions aux lettres
plaées dans ette diagonale les lettres greques de même nom, ensuite éhangeons
les lettres greques dans les ases orrespondantes ; de ette manière sera formée
19
En eet, une fois la première ligne et la deuxième ase de la diagonale remplies (i), nous pouvons ompléter
la diagonale : omme il nous reste à disposition les lettres b et d, et pour que la dernière olonne ne ontienne
pas deux fois la lettre d, il nous faut plaer elle-i dans la troisième ase de la diagonale, et b dans la quatrième
(ii) ; nous pouvons proéder de même ave la deuxième olonne (iii), par exemple, et il ne reste plus qu'à remplir
le arré...
a b c d a b c d a b c d
(i) · c · · ⇒ (ii) · c · · ⇒ (iii) · c · ·
· · · · · · d · · a d ·
· · · · · · · b · d · b
20
Eetivement, si nous onstruisons le arré ave la lettre d dans la deuxième ase de la diagonale, nous
obtenons le arré suivant :
a b c d
c d a b
d c b a
b a d c
21
Revoir la démarhe utilisée pour les arrés d'ordre 3 au .11.
22
Don symétriques par rapport à ette diagonale.
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la gure suivante :
aα bδ cβ dγ
dβ cγ bα aδ
bγ aβ dδ cα
cδ dα aγ bβ
16. Dans ette gure don toutes les quatre lettres, tant latines que greques,
apparaissent dans haque rangée, tant horizontale que vertiale et diagonale ; d'où
l'on peut attribuer à volonté haque fois quatre valeurs numériques à es lettres,
et sans auune restrition. Or omme de es quatre lettres on peut en tirer 24
arrangements
23
, on pourra former au total 576 gures diérentes
24
, où il est ertain
que plusieurs [d'entre elles℄ ne diéreront l'une de l'autre seulement par raison de
la disposition.
17. Mais de e qui préède il ne faut nullement onlure que ette gure onti-
enne omplètement tous les arrés magiques de ette espèe. En eet outre eux-i
on peut en trouver où haune des quatre lettres, tant latines que greques, ne
se retrouve pas, mais qui ne remplissent pas moins les onditions presrites ; or
de telles formes peuvent apparaître par déplaements de lignes ou de olonnes ;
par exemple si dans la gure i-dessus on déplae la première olonne à la n
25
, il
apparaît ette gure :
bδ cβ dγ aα
cγ bα aδ dβ
aβ dδ cα bγ
dα aγ bβ cδ
où l'on retrouve ertes enore haque lettre, tant latine que greque, dans toutes
les lignes et olonnes, mais où dans la diagonale desendant de gauhe à droite on
renontre seulement deux lettres latines, à savoir b et c, et également seulement
deux lettres greques, α et δ. Au ontraire dans l'autre diagonale [on trouve℄ seule-
ment les deux lettres latines a et d, alors que [l'on retrouve℄, omme auparavant,
seulement les lettres greques α et δ.
18. Pour que ette gure satisfasse aux onditions presrites, on ne peut en
outre attribuer [arbitrairement℄ des valeurs numériques partiulières aux lettres,
mais la ondition doit être rajoutée d'avoir, pour les lettres latines,
b+ c = a+ d ,
et pour les lettres greques
α+ δ = β + γ ;
23
En eet, le nombre de possibilités de plaer quatre lettres distintes sans répétition est de 4! = 24.
24
C'est-à-dire 24 · 24, une fois pour haque alphabet.
25
Ii l'orientation est bien de gauhe à droite.
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aussi si nous hoisissons a = 0, il faut poser d = 12, an d'avoir b = 4 et c = 8,
ou vie versa c = 4 et b = 8. De la même manière si pour les lettres greques nous
hoisissons α = 1, il faut avoir δ = 4, et alors β = 2 et γ = 3. De là est formé le
arré magique entièrement déterminé
8 10 15 1
11 5 4 14
2 16 9 7
13 3 6 12
où il est lair que la somme de haque rangée est 34. Mais de telles formes déter-
minées pourront être formées de nombreuses autres façons par des transpositions
de lignes ou olonnes.
19. Et il n'est également pas absolument requis que dans haque ligne ou
olonne apparaissent toutes les lettres, tant latines que greques ; il se peut même
que dans es lignes ou olonnes apparaissent seulement deux lettres latines ou
greques pourvu que leur somme soit égale à la moitié de toutes les quatre. Pour
de telles gures on a besoin d'opérations partiulières, pour lesquelles des règles
xes peuvent être diilement établies ; il faut seulement que les lettres latines et
greques soient disposées en telle sorte que non seulement elles fassent la somme
due dans haque rangée, mais enore que toutes les lettres greques soient assoiées
ave haque lettre latine
26
.
20. An de donner un exemple d'une telle opération, posons d'abord que
a+ d = b+ c
et disposons les lettres latines omme suit
a a d d
d d a a
b b c c
c c b b
où pour haque rangée la somme des nombres est ertainement la même ; quant
aux lettres greques, assoions aux lettres latines de la diagonale de gauhe les
lettres greques de même nom, [et℄ puisque nous onstatons que de part et d'autre
de ette diagonale sont disposées haque fois deux lettres diérentes, déidons de
26
C'est-à-dire les onditions habituelles des arrés magiques, à savoir :
 des sommes égales dans toutes les lignes, toutes les olonnes et les deux diagonales ;
 des nombres tous diérents et tous utilisés.
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leur assoier les lettres greques permutées, e qui donne la gure suivante :
aα aδ dβ dγ
dα dδ aβ aγ
bδ bα cγ cβ
cδ cα bγ bβ
où don il est néessaire d'avoir pour les lettres greques
α+ δ = β + γ ;
ainsi si nous prenons a = 0, b = 4, c = 8, d = 12 et α = 1, β = 2, γ = 3 et δ = 4,
apparaît e arré magique :
1 4 14 15
13 16 2 3
8 5 11 10
12 9 7 6
21. Plusieurs autres gures de e genre peuvent être formées, dont le arré
suivant :
aα dβ aδ dγ
bδ cγ bα cβ
dα aβ dδ aγ
cδ bγ cα bβ
où il est lair que pour les lettres latines il faut prendre
a+ d = b+ c ,
et pour les lettres greques
α+ δ = β + γ ,
d'où, si nous prenons les mêmes valeurs qu'avant, apparaît le arré magique suiv-
ant :
1 14 4 15
8 11 5 10
13 2 16 3
12 7 9 6
22. Dans toutes es dispositions, tant les lettres latines que greques font la
même somme dans toutes les rangées ; il peut également arriver que ei se produise
12
même sans et usage, bien que la somme de toutes [les rangées℄ onserve la somme
due. Mais il serait inutile de passer plus en revue les irrégularités de e genre,
puisque pour de tels as on ne peut donner auune règle sûre. C'est pourquoi parmi
les atégories suivantes nous étudierons de préférene les as où la signiation des
lettres tant latines que greques n'est soumise à auune restrition.
2.3 La atégorie des arrés divisés en 25 ases
23. Ii apparaissent don inq lettres latines a, b, c, d, e et inq greques α,
β, γ, δ, ε, dont les valeurs seront respetivement 0, 5, 10, 15, 20, et 1, 2, 3, 4, 5 ;
il faut don insrire dans les ases du arré des ouples [mixtes℄ de es lettres en
telle sorte que l'on retrouve dans haque rangée, tant horizontale que vertiale, et
même diagonale, haune des lettres.
24. Insrivons d'abord les lettres latines, dans l'ordre, dans la ligne supérieure
de e arré, puis omplétons la diagonale de gauhe en telle sorte que dans auune
des rangées restantes la même lettre n'apparaisse deux fois, e qui peut être fait de
plus d'une manière. Une fois que ette rangée a été onstituée, remplissons l'autre
diagonale de façon naturelle
27
, omme on peut le voir dans la gure i-après :
aε bδ cγ dβ eα
eβ cα dδ aγ bε
dα eγ bβ cε aδ
bγ dε aα eδ cβ
cδ aβ eε bα dγ
Ensuite sous la ase entrale il faut insrire le a et, au-dessus, le d, e qui fait
que la olonne du milieu sera déjà omplétée, et ensuite les rangées restantes se
remplissent naturellement.
25. Pour les lettres greques, il n'est pas néessaire de reourir à la rangée
diagonale, mais si nous examinons attentivement la olonne médiane, nous déou-
vrons dans les ases orrespondantes de part et d'autre [de elle-i℄ deux lettres
diérentes ; 'est pourquoi dans ette rangée nous assoions aux lettres latines in-
dividuelles les lettres greques de même nom et aux endroits orrespondants nous
éhangeons es lettres greques
28
, omme nous l'avons fait dans la gure [i-dessus℄.
26. Dans ette gure, lairement, auune limitation n'est presrite, et de plus
tant pour les lettres latines que greques il est permis de prendre n'importe quelles
valeurs orrespondantes ; par quoi, ave inq lettres, pouvant former 120 ombi-
naisons, peuvent apparaître en tout 14 400 ongurations [diérentes℄
29
.
27
La démarhe est exatement la même que pour les arrés de 4 (voir .14).
28
Don symétriquement par rapport à la olonne entrale.
295! = 120 ombinaisons, et don 120 · 120 dispositions possibles (voir note p.10).
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27. Si de plus voulons éhanger entre elles es lignes ou olonnes, nous ob-
tiendrons plusieurs autres formes, mais la plupart du temps elles-i néessiteront
ertaines limitations à ause des diagonales ; par exemple si nous déplaçons la
première olonne à la n, apparaît la forme suivante :
bδ cγ dβ eα aε
cα dδ aγ bε eβ
eγ bβ cε aδ dα
dε aα eδ cβ bγ
aβ eε bα dγ cδ
où haune des lettres apparaît dans haque ligne et olonne ; mais pour qu'en
même temps la ondition soit satisfaite dans les diagonales, [il faut que℄ tant ette
somme
3c+ b+ d+ 3δ + β + ε
que elle-i
3a+ b+ c+ 3ε+ α+ β
fassent la somme presrite de toutes les lettres latines et greques, à savoir
a+ b+ c+ d+ e+ α+ β + γ + δ + ε ,
[et℄ puisque de e qui préède on peut en tirer es deux équations :
2c+ 2δ = a+ e+ α+ γ
et
2a+ 2ε = d+ e+ γ + δ ,
es onditions pourront être satisfaites de plusieurs façons ; bien plus, tant les
lettres latines que les greques pourront ainsi être déterminées séparément
3031
, en
sorte d'avoir
1) 2c = a+ e, 2) 2a = d+ e, 3) 2δ = α+ γ et 4) 2ε = γ + δ .
Il est en eet évident que les deux premières [équations℄ i-dessus seront satisfaites
si les lettres d, b, a, c, e forment une progression arithmétique, e qui se fait en
prenant
d = 0, b = 5, a = 10, c = 15 et e = 20 ;
les deux onditions restantes seront remplies si les lettres greques, disposées dans
l'ordre α, β, δ, ε, γ apparaissent [également℄ en progression arithmétique, e qui
sera le as en prenant
α = 1, β = 2, δ = 3, ε = 4 et γ = 5 ,
30
Dans le texte : seorsim, au lieu de seorsum (adv.), mais ei ne semble pas être une exeption.
31
De la même manière que l'on peut séparer partie réelle et imaginaire d'un nombre omplexe.
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don il en résulte le arré :
8 20 2 21 14
16 3 15 9 22
25 7 19 13 1
4 11 23 17 10
12 24 6 5 18
autrement dit, on a [un arré qui a℄ partout la même somme = 65.
28. Mais une telle attribution des lettres n'est pas une mine aaire et demande
de l'attention, surtout pour les arrés d'ordres plus élevés, où une plus grande
quantité de lettres est laissée à notre bon vouloir
32
, en sorte que le nombre de
telles gures devient toujours plus grand ; mais si nous voulons laisser de té
ette ondition, omme elle n'est soumise à auune restrition sur les valeurs des
lettres, le travail peut être rendu assez agréable ; si en eet la valeur du milieu
[de la progression arithmétique℄, 'est-à-dire 10, est attribuée à la lettre c, laissant
les autres valeurs à notre hoix arbitraire, nous pourrons remplir l'une des deux
diagonales ave ette même lettre c, et mettre les lettres restantes dans l'ordre
alphabétique, de la manière que l'on voit lairement ressortir de ette gure :
c d e a b
b c d e a
a b c d e
e a b c d
d e a b c
Maintenant assoions aux lettres latines de la ligne médiane les lettres greques
de même nom, et ensuite éhangeons deux à deux autour de ette ligne les lettres
greques de même nom ; de ette opération apparaît la forme suivante :
cδ dε eα aβ bγ
bε cα dβ eγ aδ
aα bβ cγ dδ eε
eβ aγ bδ cε dα
dγ eδ aε bα cβ
d'où il est manifeste qu'il faut prendre pour γ la valeur médiane, qui est 3 ; don
si nous posons dans l'ordre
a = 0, b = 5, c = 10, d = 15, e = 20
32
Don qu'il nous revient de les plaer selon notre hoix.
15
et
α = 1, β = 2, γ = 3, δ = 4, ε = 5 .
il en résulte le arré magique suivant :
14 20 21 2 8
10 11 17 23 4
1 7 13 19 25
22 3 9 15 16
18 24 5 6 12
29. Au moyen de la règle usuelle onernant la formation des arrés impairs
33
,
qu'il est outume de rappeler partout, on forme ette gure
11 24 7 20 3
4 12 25 8 16
17 5 13 21 9
10 18 1 14 22
23 6 19 2 15
dont on peut se demander si elle fait partie de notre atégorie ; observons tout
d'abord que pour la diagonale de gauhe, à ause de c = 10, il faut poser
δ = 1, α = 2, γ = 3, ε = 4 et β = 5,
et don
b = 0, d = 20, a = 15, e = 5 .
De es valeurs il naît préisément e arré.
30. On peut déouvrir plusieurs autres formes fort régulières de ette sorte
34
,
tant pour ette espèe que pour les suivantes ; e faisant le nombre de arrés mag-
iques pourra sans peine être augmenté d'une manière onsidérable. Nous ne serions
nullement sûrs d'avoir un jour épuisé tous les as possibles, même si leur nombre
n'est ertainement pas inni. Et il serait sans doute très souhaitable que l'on trouve
des règles plus générales et appropriées à l'usage pratique, pour ne pas avoir besoin
d'opérations utilisant le tâtonnement. En eet on parviendrait ainsi à une avanée
fort belle dans le domaine de la théorie des ombinaisons.
33
La règle de onstrution est la suivante (voir la gure) : on plae le 1 dans la ase diretement sous la ase
entrale ; on plae ensuite le 2 dans la ase en diagonale en bas à droite du 1, et ainsi de suite dans l'ordre
roissant (en suivant les diagonales brisées), jusqu'à avoir plaé n nombres (n étant l'ordre du arré onsidéré ;
on se retrouve ainsi diagonalement en haut à gauhe du 1) ; on desend ensuite de deux ases vers le bas,
et ainsi de suite jusqu'à e que le arré soit rempli. Suessivement appelée méthode de Bahet (Problemes
plaisans et deletables qui se font par les nombres, 1612), puis de Cardan (1550), puis de Moshopoulos (env.
1300, Byzane), ette méthode est justiée au début du XI
e`me
sièle hez Ibn al-Haytham (env. 965-1040).
Son texte est perdu, mais la méthode nous est rapportée par un auteur anonyme du XII
e`me
sièle.
34
Allusion au mode de plaement préédent.
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2.4 La atégorie des arrés divisés en 36 ases
31. Puisqu'ii le nombre de formes diérentes est très grand et que de nom-
breuses déterminations sont laissées à notre bon jugement, apportons ii seulement
une règle partiulière au moyen de laquelle les lettres, tant latines que greques,
peuvent être failement plaées dans l'ordre dû, à savoir qu'il faut attribuer aux
six lettres latines des valeurs telles que l'on ait
a+ f = b+ e = c+ d
et de la même manière pour les lettres greques
α+ ζ = β + ε = γ + δ ;
alors en eet, par analogie ave le .20, insrivons dans haque ligne les deux lettres
latines onjuguées ; quant aux olonnes, disposons-y de la même manière les paires
de lettres greques. De ette façon, on obtiendra la gure suivante
35
:
aα aζ aβ fε fγ fδ
fα fζ fβ aε aγ aδ
bα bζ bβ eε eγ eδ
eζ eα eε bβ bδ bγ
cζ cα cε dβ dδ dγ
dζ dα dε cβ cδ cγ
32. De là l'on omprend susamment lairement qu'une telle disposition pourra
s'appliquer ave suès à tous les arrés pairs
36
, de même que la méthode dérite
35
Cei toutefois n'aboutit pas à un arré magique : en eet, dans l'une des diagonales apparaît deux fois bβ,
dans l'autre deux fois eε. L.G.D. (Cette remarque laisse penser qu'il manque quelque hose après la gure.
De plus, la méthode de la rangée médiane ne peut pas s'appliquer puisque l'on a deux fois e de part et d'autre
de la diagonale de gauhe, alors qu'il est exigé d'avoir des lettres deux à deux diérentes (voir .14 et .24).)
36
Mais voyez la note préédente et aussi les Commentaires 530 de e volume. Dans les Adversariis mathe-
matiis, dont les fragments sont édités à la page 535, on trouve e arré magique de 36 ases
3 36 30 4 11 27
22 13 35 12 14 15
16 18 8 31 17 21
28 20 6 29 19 9
32 23 25 2 24 5
10 1 7 33 26 34
qui, selon Euler (voir p. 536) doit être appelé [arré℄ parfait, pare que la même somme 111 se retrouve
partout, tant dans les lignes et les olonnes que dans les deux diagonales. L.G.D. (N.B. : e arré ne s'y
trouve pas d'ailleurs.)
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préédemment pour les arrés impairs dans laquelle les lettres possédant les valeurs
moyennes sont répétées ontinûment, et ensuite les lettres restantes sont disposées
à la suite dans l'ordre naturel
37
, en sorte que, quel que soit le nombre de ases
proposé dans le arré, nous ayons toujours la possibilité de onstruire beauoup de
arrés magiques, même si les règles rapportées ii sont très partiulières.
37
Voir .28.
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3 Reherhe sur une nouvelle espèe de arrés magiques
1. Comme à son habitude, Euler ommene son mémoire par la desription du
ontexte dans lequel il a été amené à étudier le problème des 36 oiers. Il s'agit
d'une question fort urieuse, qui a exeré pendant quelque temps la sagaité de
bien du monde et qui l'a engagé à faire les reherhes suivantes, qui semblent
ouvrir une nouvelle arrière dans l'Analyse et en partiulier dans la dotrine des
ombinaisons.
Le problème est le suivant : il s'agit de 36 oiers, de six diérents grades et
tirés de six régiments diérents, qu'il s'agit de ranger dans un arré de manière que
sur haque ligne et olonne, il se trouve six oiers tant de diérents aratères
que de régimes diérents.
Euler préise immédiatement qu'un tel arrangement est impossible, malgré
tous les eorts employés pour résoudre le problème, bien qu'il ne puisse pas en
donner de démonstration rigoureuse.
2. Il ommene par dérire la méthode qu'il a utilisée pour essayer de résoudre
le problème : il marque les six régiments par les lettres latines a, b, c, d, e, f , et les
six diérents grades par les lettres greques α, β, γ, δ, ε, ζ ; il est assez lair que le
aratère unique de haque oier est entièrement déterminé par une ombinaison
de deux lettres, l'une latine et l'autre greque.
Le problème peut don être ainsi exprimé de la façon suivante : il s'agit d'in-
srire es 36 termes dans les 36 ases d'un arré, en sorte que l'on renontre sur
haque ligne et olonne tant les six lettres latines que les greques.
3. Il y a don trois onditions à remplir :
(a) on doit retrouver sur haque ligne les six lettres latines et greques ;
(b) de même sur les olonnes ;
() on doit retrouver eetivement tous les 36 termes dans le arré (ou, e qui
revient au même, qu'auun terme ne se retrouve deux fois).
Euler préise ii que les deux premières onditions ne susent pas, ar sinon
il ne seroit pas diile de trouver plusieures solutions. Pour onrmer ses dires,
il donne l'exemple suivant :
aα bζ cδ dε eγ fβ
bβ cα fε eδ aζ dγ
cγ dε aβ bζ fδ eα
dδ fγ eζ cβ bα aε
eε aδ bγ fα dβ cζ
fζ eβ dα aγ cε bδ
où il onstate que les termes bζ et dε s'y renontrent deux fois et que les termes
bε et dζ n'y sont pas.
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4. Euler s'avoue vainu de n'avoir pu trouver de solution à la onstrution
d'un tel arré, et, pour donner plus d'étendue à ses reherhes, il passe à la
généralisation du problème en onsidérant ette fois n grades, symbolisés par les
lettres latines a, b, c, d, et., et autant de régiments, symbolisés par les lettres
greques α, β, γ, δ, et. à ombiner de n2 manières diérentes dans un arré de n2
ases, ave les mêmes trois onditions qu'auparavant
38
.
5. Euler remarque ensuite que, si l'on donne aux lettres latines les valeurs 0, n,
2n, ..., (n−1)n et aux lettres greques les valeurs 1, 2, 3, ..., n, on peut ainsi produire
tous les nombres dans l'ordre naturel
39
, et omme haque ligne (et olonne) du
arré doit ontenir toutes les diérentes lettres (et don la somme sur haque
ligne, respetivement haque olonne, sera la même), alors un tel arrangement
doit satisfaire à la ondition des arrés magiques ordinaires. A la diérene près
que es derniers n'ont pas besoin d'avoir toutes les valeurs dans haque rangée.
6. Euler désire rendre plus ommode les opérations à faire dans la suite. Il
déide d'adopter la notation suivante : il met en lieu et plae des lettres latines
et greques les nombres naturels 1, 2, 3, et., et pour les distinguer entre eux, il
les appelle les uns nombres latins et les autres nombres gres ; de plus, pour ne
pas les onfondre, il joint les nombres gres aux latins en forme d'exposants (ainsi
par exemple, 13 signiera aγ, suivant la notation que nous avons vue à la setion
préédente).
Il donne omme exemple le arré de 7 suivant :
11 26 34 43 57 65 72
22 37 15 54 41 76 63
33 61 56 75 12 47 24
44 52 67 16 73 21 35
55 13 71 27 64 32 46
66 74 42 31 25 53 17
77 45 23 62 36 14 51
où il a rangé les nombres latins dans l'ordre naturel dans la première ligne et la
première olonne, et égalé les nombres gres en exposant aux nombres latins dans
la première olonne, omme partout dans la suite, puisque la signiation de es
nombres est absolument arbitraire.
7. Le leteur se onvainra assez vite que le arré i-dessus satisfait à la fois
aux trois onditions requises.
Euler explique ensuite la onstrution de e arré : il part tout d'abord de
e qu'il appelle le arré latin fondamental, qui possède tous les sept nombres dans
38
Généralisées à n termes, bien évidemment.
39
Voir le .3 de la setion 2.
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haune des lignes et olonnes, et qui a don la forme suivante :
1 2 3 4 5 6 7
2 3 1 5 4 7 6
3 6 5 7 1 4 2
4 5 6 1 7 2 3
5 1 7 2 6 3 4
6 7 4 3 2 5 1
7 4 2 6 3 1 5
8. Il faut maintenant trouver une méthode sûre pour joindre les nombres gres
à haque nombre latin. Chaque nombre gre doit don se retrouver à des niveaux
diérents dans les lignes, et de même pour les olonnes.
9. Euler proède de la façon suivante : il appelle formules diretries les for-
mules qui lui permettent de régler l'insription des exposants. Revenant à l'exemple
du .6, il dérit les formules diretries pour haque exposant :
exposant formule diretrie
1 1 6 7 3 4 2 5
2 2 5 4 6 1 3 7
3 3 1 2 4 7 5 6
4 4 7 3 5 6 1 2
5 5 4 1 7 2 6 3
6 6 2 5 1 3 7 4
7 7 3 6 2 5 4 1
Don pour haque exposant il repère suessivement leur base dans haque olonne,
et la suite de es bases forme sa formule diretrie.
Euler mentionne ensuite que pour avoir un arré omplet il faut avoir une
formule diretrie pour haque exposant, et que es formules s'aordent tellement
entre elles qu'en les érivant l'une sous l'autre on renontre dans haque rangée
vertiale tous les diérents nombres. Cei est lair : sinon l'un des nombres latins
aurait alors deux fois le même exposant.
10. Don une fois établi un arré latin d'ordre quelonque, le travail onsiste
à herher les formules diretries pour haque exposant. Le leteur se onvainra
aisément que si l'on n'arrive pas à trouver une telle formule, ne serait-e que pour
un seul exposant, alors la onstrution du arré est impossible, de même si es
formules diretries ne s'aordent pas entre elles.
Euler met toutefois en garde qu'il faut bien s'assurer d'avoir examiné tous les
as possibles avant d'arriver à une telle onlusion.
11. La première méthode utilisée pour trouver les formules diretries pour
haque exposant est le tâtonnement ! Euler dérit sa reherhe pour l'exposant 4
de son exemple, en hoisissant à volonté les quatre premiers termes, à savoir
4 7 3 5
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qui sont tirés des quatre premières olonnes et des lignes 1, 2, 4 et 6.
Les trois nombres restants étant 1, 2, et 6, il faut don les trouver dans les
trois dernières olonnes et parmi les lignes 3, 5 et 7, 'est-à-dire dans le moreau
40
suivant :
1 4 2
6 3 4
3 1 5
duquel on tire failement nos trois termes restants répondant aux onditions pre-
srites.
12. Euler reherhe ensuite des formes plus partiulières de arrés, auxquels
des méthodes de reherhe plus spéiques peuvent être appliquées. C'est dans e
but qu'il introduit e qu'il appelle les arrés latins
41
à marhe simple (respetive-
ment double, triple et quadruple).
13. Le arré à simple marhe est elui où tous les nombres 1, 2, 3, ..., n
marhent dans leur ordre naturel. Il aura la forme suivante :
1 2 3 4 ... n
2 3 4 ... n 1
3 4 ... n 1 2
4 ... n 1 2 3
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
14. Le arré à double marhe ontient les nombres dans leur ordre naturel dans
la première ligne et olonne, et deux à deux dans les suivantes. Il aura don la
forme générale suivante :
1 2 3 4 5 6 7 8 ...
2 1 4 3 6 5 8 7 ...
3 4 5 6 7 8 9 10 ...
4 3 6 5 8 7 10 9 ...
5 6 7 8 9 10 11 12 ...
6 5 8 7 10 9 12 11 ...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
On remarque entre autres que ette espèe de arré ne peut exister que pour
des arrés pairs (la raison est évidente).
15. Les arrés à triple marhe sont onstruits de la même manière, et n'ont de
raison d'être que pour des arrés d'ordre divisible par 3. La forme générale sera
40
Euler utilise e terme pour désigner toute partie du arré.
41
Ce terme a d'ailleurs aquis droit de ité en mathématique.
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don la suivante :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...
2 3 1 5 6 4 8 9 7 ...
3 1 2 6 4 5 9 7 8 ...
4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...
5 6 4 8 9 7 11 12 10 ...
6 4 5 9 7 8 12 10 11 ...
7 8 9 10 11 12 13 14 15 ...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Il faut enore remarquer que ette forme est la seule possible, ar l'on ne peut
pas former d'autres ombinaisons à partir du premier membre suivant :
1 2 3
2 3 1
3 1 2
En eet, une fois la première ligne et olonnes plaées, on est obligé de prendre 3
dans la ase du milieu, ar sinon il apparaît sous le 3 de la première ligne, e qui
est interdit. Le reste se remplit alors de lui-même.
16. Pour les arrés à quadruple marhe la situation est diérente, ar on parvient
à former 4 sortes de premiers membres, à savoir
I II III IV
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 2 1 4 3 2 3 4 1 2 4 1 3
3 4 1 2 3 4 2 1 3 4 1 2 3 1 4 2
4 3 2 1 4 3 1 2 4 1 2 3 4 3 2 1
et don par là quatre formes générales. Comme les préédents, ei n'est valable
que pour des arrés d'ordre divisible par 4.
Euler examine ensuite en détail haque espèe rapportée i-dessus, pour en
déduire les arrés omplets. Nous nous limiterons à étudier la démarhe utilisée
pour les arrés à simple marhe.
3.1 Des arrés latins à simple marhe de la forme générale
1 2 3 4 ... n
2 3 4 ... n 1
3 4 ... n 1 2
4 ... n 1 2 3
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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CAS DE n = 2
17. Le as le plus simple est vite réglé : le arré latin est
1 2
2 1
et il est évident qu'on ne peut en tirer auune formule diretrie
42
.
CAS DE n = 3
18. Le arré latin a la forme suivante :
1 2 3
2 3 1
3 1 2
dont la diagonale fournit tout de suite une formule diretrie pour l'exposant 1 ;
les autres se trouvent alors immédiatement. Puisque la formule 1, 3, 2 est la seule
possible pour et exposant, on obtient le arré omplet
43
unique
11 23 32
22 31 13
33 12 21
CAS DE n = 4
19. Le arré est de la forme :
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3
mais dans e as il est impossible de trouver quelque formule diretrie, quel que
soit l'exposant. Euler en onlut don l'impossibilité de former un arré omplet
à partir du arré latin de 4 à simple marhe.
20. Comme le même inonvénient se retrouve dans tous les as où n est pair,
Euler énone et démontre le théorème suivant :
42
En eet, en suivant la démarhe on obtiendrait le arré
11 22
22 11
et don 11 et 22 se retrouvent deux fois, et 21 et 12 manquent totalement.
43
Une tel arré est appelé arré eulérien.
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Théorème 1
Pour tous les as où le nombre n est pair, le quarré latin à simple marhe ne sauroit
jamais fournir une solution de la question proposée.
CAS DE n = 5
21. Pour le arré de 5, qui est de la forme
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4
il existe seulement trois formules diretries pour l'exposant 1, à savoir
1 3 5 2 4
1 4 2 5 3
1 5 4 3 2
Euler délare : En ajoutant l'unité à haun des termes de es diretries, on
obtiendra elles pour l'exposant 2, qui, en y ajoutant à nouveau l'unité, donneront
elles pour l'exposant 3, et ainsi des autres
44
.
Ayant don trouvé les diretries pour les autres exposants à partir des trois
susmentionnées, on pourra onstruire trois arrés de diretries propres à diriger
l'insription des exposans. Prenons à titre d'exemple elui qui est obtenu par la
première formule :
1 3 5 2 4
2 4 1 3 5
3 5 2 4 1
4 1 3 5 2
5 2 4 1 3
22. Le arré omplet qui lui orrespond est don :
11 25 34 43 52
22 31 45 54 13
33 42 51 15 24
44 53 12 21 35
55 14 23 32 41
23. Euler remarque enore les hoses suivantes :
44
Il énone ette règle de formation d'autres diretries, une fois que l'une d'entre elles a été trouvée, lorsqu'il
aborde le arré d'ordre 7 (voir .32).
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 les termes des formules diretries vont en progression arithmétique (de rai-
son respetivement 2, 3 et 4)
45
;
 les exposants de la première ligne pour les trois arrés omplets orrespondent
aux trois formules diretries
46
;
 après un éhange de lignes, le premier arré omplet (trouvé au 22) donne
le arré très remarquable suivant :
11 25 34 43 52
33 42 51 15 24
55 14 23 32 41
22 31 45 54 13
44 53 12 21 35
qui ontient les diérentes lettres greques et latines même dans les deux
diagonales prinipales et les diagonales brisées
47
!
CAS DE n = 7
24. Les diultés ommenent. Le arré latin est le suivant :
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 1
3 4 5 6 7 1 2
4 5 6 7 1 2 3
5 6 7 1 2 3 4
6 7 1 2 3 4 5
7 1 2 3 4 5 6
Euler trouve d'abord les inq diretries roissantes (en progression arithmé-
tique) pour l'exposant 1. Il en trouve ensuite 14 autres de manière très embaras-
sante expliquée au .8.
25. Il préise enore que le bel ordre qui règne dans les quarrés à simple marhe
nous fournit des moyens très failes pour trouver plusieures telles formules, dès
qu'on en a trouvé une seule. Il s'emploie don désormais à trouver des règles de
formation d'autres diretries, une fois que l'une d'entre elles a été trouvée.
26. A ette n, il propose la démarhe suivante : soit une diretrie quelonque
se rapportant à l'exposant 1, et dont l'indie d'un terme quelonque x soit égal
à t48 ; on a don la situation suivante :
t 1 2 3 4 5 6 ...
x 1 a b c d e ... ←− formule diretrie
45
Ii Euler mentionne enore : ...dans la quatrième de 5 et ainsi des autres., e qui n'a pas de rapport
ave le as onsidéré, puisqu'il n'y a que trois diretries. Probablement a-t-il déjà en vue le as général.
46
Cette observation sera elle aussi généralisée et l'on voit qu'elle failitera grandement la onstrution du
arré omplet une fois qu'une diretrie aura été trouvée.
47
Un tel arré magique est par ailleurs appelé pandiagonal. Dès la n du XIX
e`me
sièle, il reçoit même
l'appellation de arré diabolique ou enore satanique (dû au aratère surnaturel d'un tel arré, et à son
utilisation dans les sienes oultes).
48
C'est-à-dire le numéro de sa olonne.
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et il faut dès lors remarquer :
 qu'il faut trouver une transformation telle que
 pour t = 1, on ait x = 1 ;
 lorsqu'on attribue à t toutes les valeurs de 1 jusqu'à n, x prenne également
toutes es valeurs ;
 puisque t est le numéro de la olonne de laquelle x est tiré, le numéro de la
ligne de laquelle x est tiré est x − t + 1 par onstrution ; par onséquent,
puisque les nombres a, b, c, et. doivent être pris à haque fois d'une ligne
diérente, alors x− t+ 1, et don x− t, doit prendre toutes les valeurs de 1
jusqu'à n.
27. Ayant remarqué ela, Euler énone une première règle pour la formation
d'une nouvelle diretrie
1 A B C D E ...
dont l'indie d'un terme quelonque X est égal à T :
Règle 1
Prenés x pour l'indie et t pour le terme qui lui répond.
En d'autres termes il faut poser
T = x et X = t ,
et l'on vérie aisément que toutes les onditions requises sont bien remplies, à
savoir
 qu'en donnant à T toutes les valeurs possibles, non seulement X mais aussi
X − T prendront toutes les valeurs de 1 à n ;
 si T = 1, on aura bien X = 1.
28. La deuxième règle énonée par Euler est la suivante :
Règle 2
On obtiendra toujours une autre nouvelle diretrie en prenant
T = t et X = 1 + t− x .
29. En ombinant es deux règles, on peut trouver failement des nouvelles
formules, qu'on pourra représenter de la manière suivante :
I II III IV V
T = t x t 1 + t− x x 1 + x− t
X = x t 1 + t− x t 1 + x− t x
VI VII VIII IX X XI
1 + t− x 2− x 1 + x− t 2− t 2− x 2− t
2− x 1 + t− x 2− t 1 + x− t 2− t 2− x
27
Les inq premières sont triviales par l'énoné même des deux règles prinipales.
Pour e qui est des six dernières, remarquons que si nous appliquons la deuxième
règle à la règle V, nous obtenons la règle VII :{
T˜ = 1 +X − T = 1 + (1 + t− x)− t = 2− x
X˜ = X = 1 + t− x
et ainsi de suite. Les six dernières règles mentionnées ne seront utiles qu'à partir
de l'ordre n = 9, mais Euler les mentionne déjà49.
Toutes es règles vérient les onditions requises.
30. A titre d'exemple, et pour nous familiariser un peu ave es diérentes
opérations, prenons par exemple la diretrie
1 4 2 7 6 3 5
et appliquons-lui la première règle : le premier élément reste le 1 ; pour t = 2, nous
avons x = 4, don dans la nouvelle diretrie, nous aurons X = 2 pour T = 4,
'est-à-dire que nous aurons le 2 à la quatrième plae. Il en va de même pour les
nombres restants et nous trouvons la diretrie
1 3 6 2 7 5 4 .
Pour l'appliation de la deuxième règle, le proédé est absolument identique.
31. On trouve ainsi onze nouvelles diretries à partir d'une diretrie quel-
onque, par simple utilisation du tableau.
32. De haune des diretries trouvées on peut former un arré omplet. Et
'est une des remarques préédentes qui va nous amener à l'une des formations
générales de arré de diretries : en prenant une diretrie quelonque 1, a, b,
c, d, e, f , et en ontinuant es nombres suivant leur ordre naturel, on
aura les diretries pour les exposants suivants. On obtient ainsi le arré
de diretries suivant :
1 a b c d e f
2 a+ 1 b+ 1 c+ 1 d+ 1 e+ 1 f + 1
3 a+ 2 b+ 2 c+ 2 d+ 2 e+ 2 f + 2
4 a+ 3 b+ 3 c+ 3 d+ 3 e+ 3 f + 3
5 a+ 4 b+ 4 c+ 4 d+ 4 e+ 4 f + 4
6 a+ 5 b+ 5 c+ 5 d+ 5 e+ 5 f + 5
7 a+ 6 b+ 6 c+ 6 d+ 6 e+ 6 f + 6
où il est assez lair que toutes les lignes et olonnes ontiennent tous les nombres
de 1 à 7, quel que soit l'ordre des nombres a, b, c, d, e et f .
33. Euler montre ensuite que si la diretrie trouvée est 1, a, b, c, d, e, f , la
formule
49
Ce sera d'ailleurs sa troisième règle prinipale de formation de diretries (voir .41).
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1, 3− a, 4− b, 5− c, 6− d, 7− e, 8− f
est aussi une formule diretrie pour la première ligne.
34. Comme nous avons déjà vu
50
que l'on pouvait prendre omme exposants
pour la première ligne la diretrie quelonque trouvée, le arré omplet qui appa-
raît alors sera don :
11 2a 3b 4c 5d 6e 7f
22 3a+1 4b+1 5c+1 6d+1 7e+1 1f+1
33 4a+2 5b+2 6c+2 7d+2 1e+2 2f+2
44 5a+3 6b+3 7c+3 1d+3 2e+3 3f+3
55 6a+4 7b+4 1c+4 2d+4 3e+4 4f+4
66 7a+5 1b+5 2c+5 3d+5 4e+5 5f+5
77 1a+6 2b+6 3c+6 4d+6 5e+6 6f+6
35. Euler onsidère enore des arrés omplets formés de plusieurs formules
diretries jointes, et en donne un exemple.
36. Il s'étonne enore du fait que le as n = 7 fournisse autant de solutions,
alors que le as n = 6 n'en donne auune et le as n = 5 trois seulement.
CAS DE n = 9
37-39. Puisque le nombre de diretries est énorme, Euler se ontente de
développer elles qui suivent une progression arithmétique, en exluant elles dont
la diérene serait 3 ou 6 (ar 3 et 6 ne sont pas premiers ave l'ordre onsid-
éré). C'est là une remarque d'importane, ar eetivement on se onvain assez
rapidement que si la diérene des progressions possède un diviseur ommun ave
l'ordre n, alors la formule diretrie ne ontiendra plus tous les nombres de 1
jusqu'à n.
Exluant es as, les formules sont
1 3 5 7 9 2 4 6 8
1 6 2 7 3 8 4 9 5
1 9 8 7 6 5 4 3 2
On forme failement les trois arrés omplets suivant la même règle que pour le
as préédent (.34).
40. Euler onsidère enore les onze autres diretries obtenues en appliquant
les deux premières règles prinipales.
41. Il énone ensuite sa troisième règle prinipale, dont il n'avait pas fait usage
jusqu'ii et que nous avons déjà vue au .29 :
50
Voir la remarque au .23.
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Règle 3
Posant pour la diretrie proposée l'indie = t et le terme qui lui répond = x,
on pourra prendre pour la nouvelle formule l'indie T = 2t − 1 et le terme même
X = 2x− 1.
L'argument est le même que pour les deux premières règles :
 en posant t = 1 et x = 1 nous avons bien T = 1 et X = 1 ;
 donnant à x toutes les valeurs de 1 à n, alors 2x aussi (puisque l'ordre est
impair) et don 2x− 1 également ;
 si x − 1 passe par toutes les valeurs, X − T = 2(x − t) prendra également
toutes les valeurs possibles.
42. Euler s'amuse ensuite à produire en grandes quantités des diretries issues
de ette nouvelle règle, et il herhe enore des diretries qui se reproduisent elle-
mêmes par l'une des règles.
43-49. Ayant trouvé bon nombre de formules diretries (57 en tout), il en
expose enore huit autres trouvées par la méthode direte, et onlut sans autre
forme de proès que le nombre de toutes les diretries sera au moins quatre fois
plus grand.
3.2 Autres onsidérations
50-139. Dans la suite, Euler onsidère enore les arrés dont les diagonales
prinipales et les diagonales brisées vérient également les onditions.
Il passe ensuite à l'étude des arrés latins à double, triple et quadruple marhe,
dont il donne des règles de formation de diretries et plusieurs exemples.
140-152. Après avoir onstaté qu'auune des méthodes ne pouvait fournir de
solution au as n = 6 (qui, rappelons-le, est à la base de toute la démarhe) ainsi
qu'aux as où l'ordre est impairement pair
51
, il suppose que si une telle solution
existe, alors le arré doit être tout à fait irrégulier, et qu'il faudrait examiner tous
les as possibles de n = 6.
Toute la inquième partie de son travail est don onsarée à la reherhe de
arrés irréguliers. En partiulier il donne une méthode par le moyen de laquelle
on peut transformer failement, en plusieurs formes diérentes, tous les quarrés
réguliers et examiner ensuite s'ils admettent des diretries ou non.
La méthode tient dans le fait que l'on peut éhanger entre eux deux nombres
a et b si eux-i se trouvent dans les angles d'un retangle, omme indiqué i-
dessous
52
:
a ......... b
.
.
.
.
.
.
b ......... a
51
C'est-à-dire de la forme n = 4k + 2, k=0, 1, 2, ...
52
La justiation de ette façon de faire est évidente : les deux lignes et olonnes onernées possèdent enore
haun des nombres après l'éhange.
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A titre d'exemple, Euler donne le arré à simple marhe suivant :
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 6 1 2 3 4
6 1 2 3 4 5
dont il a montré au .20 qu'il n'avait auune diretrie. Or, en éhangeant les
hires 3 et 6 de et exemple, on obtient le arré suivant :
1 2 3 4 5 6
2 6 4 5 3 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 3 1 2 6 4
6 1 2 3 4 5
qui admet un grand nombre de diretries pour tous les six exposants (Euler en
trouve 32 !).
Après avoir vérié que pour haune des diretries on ne pouvait former auun
arré omplet, et que ei était le as pour un très grand nombre de arrés d'ordre 6,
Euler délare : [...℄ je n'ai pas hésité d'en onlure qu'on ne sauroit produire
auun quarré omplet de 36 ases, et que la même impossibilité s'étende aux as
de n = 10, n = 14 et en général à tous les nombres impairement pairs. [...℄ Or,
ayant examiné un nombre très onsidérable de tels quarrés, il me paroît impossible
que tous les as mentionnés me fussent éhappés.
53
Cette ertitude est enore aentuée ave l'étude d'une règle de transforma-
tion générale : un arré peut être transformé en plusieurs autres qui ont la même
propriété par rapport aux diretries, si bien que si le arré onsidéré n'en admet
auune, alors il en sera de même pour tous les arrés transformés.
Euler onlut en laissant le soin aux Géomètres
54
de trouver des moyens pour
ahever le dénombrement de tous les as possibles, et se satisfait d'avoir apporté
des observations assés importantes tant pour la dotrine des ombinaisons que
pour la théorie générale des quarrés magiques.
53
Il est aujourd'hui prouvé qu'il existe des arrés latins pour n'importe quel ordre n, sauf n = 2 et n = 6.
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C'est-à-dire les mathématiiens.
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4 Conlusions
Le but prinipal de e projet étant de revoir mes notions de latin, je onsidère
qu'il est partiellement atteint. Les nombreuses diultés de la tradution prove-
naient surtout de la grammaire, notamment les temps des verbes et les formes
onjugales de ertains mots.
Certains paragraphes sont très diiles à traduire, alors que d'autres se lisent
pratiquement du français, e qui a ontribué a une avanée très inégale et parfois
très frustrante du travail.
L'intérêt de traduire un texte mathématique est de pouvoir parfois omprendre
sa signiation au moyen de l'exemple traité, ar une formule s'érit évidemment
de la même façon en latin qu'en français, et ei s'est avéré utile plus d'une fois.
En e qui onerne la deuxième partie, je suis retombé en enfane le temps
d'un instant : une fois déouvert qu'il s'agissait de l'analyse du problème des 36
oiers, je me suis revu devant le tome 10 de ma olletion Alpha junior en train
de déouvrir e problème (vulgarisé) passionnant, et j'ai enore tête l'image d'un
arré rempli d'oiers se regardant bizarrement...
Pour nir, j'ai remarqué lors de e travail de semestre à quel point Dieu avait
guidé ma vie jusqu'ii : en eet, j'étais insrit au gymnase en setion sientique
et la déision de nalement faire latin-langues est intervenue juste avant de om-
mener les ours. De même, le fait d'avoir hoisi la setion de mathématiques à
l'EPFL, après plusieurs déboires en mirotehnique et en életriité, fut le résultat
d'une ollaboration étroite ave mon Créateur.
Sans e hangement radial d'orientation, je n'aurais jamais eu la possibilité de
déouvrir des textes mathématiques dans l'une des langues ouramment utilisées
à l'époque pour les rédiger, il est don normal que je l'en remerie.
Je tiens enore à remerier M. Sesiano pour sa patiene et ses orretions no-
turnes (!) de ma tradution et de ma grammaire germanisées, ainsi que pour son
enthousiasme lors de ses ours que j'ai eu le plaisir de suivre, ar 'est à lui que je
dois mon engouement pour l'histoire des mathématiques.
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